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В работе рассматриваются кратные последовательности различных ком-

плексных чисел и некоторые их характеристики. В частности, рассматрива-

ется индекс конденсации такой последовательности. Этот индекс играет 

важную роль при исследовании задач интерполяции и фундаментального 

принципа, а также при решении задачи о распределении особых точек сум-

мы ряда экспоненциальных мономов, расположенных на границе его обла-

сти сходимости. Получены оценки на специальные полиномы.  

Ключевые слова: кратная последовательность комплексных чисел, индекс 

конденсации. 

 

Пусть Λ � ���, ������� � последовательность различных комплексных чисел �� и их 

кратностей ��. Считаем, что |��| не убывает и |��| → ∞, � → ∞. Положим  

�Λ� � lim
�→�

�� |��|⁄ . 
Пусть ���, ��, ���, �� � открытый круг и окружность с центром в точке � и радиуса �. 

Введем еще локальную характеристику Λ (см. [1]) 

����, �, �� � � �� � ��3�|��|�
��

��∈
��,�|�|�

. 

В случае, когда круг ���, �|�|� не содержит ни одной ��, полагаем ����, �, �� ≡ 1. Если 

� ∈ �0,1�, то модуль каждого сомножителя функции �� в круге ���, �|�|� оценивается 

сверху величиной 2%3�1 � ��&��. Поэтому  

 
|����|

��|��|
' 1, �, �� ∈ ���, �|�|�, � ∈ �0, 1 3�⁄ . (1) 

Кроме того, очевидно, верно неравенство 

|� � ��|
3�|��| ( 1, � ∉ ���, 5�|�|�, �� ∈ ���, �|�|�, � ∈ �0, 1 3�⁄ .	 

Введем еще функции ([1]):  

�����, �� � � �� � ��3�|��|�
��

��∈
���,�|��|�,���

, � ( 1. 

Если круг ���� , �|��|� не содержит точек �� , , - �, то �����, �� ≡ 1. В силу (1)  

 .�����, ���. ( .�����, ���., � ∈ ����, ��|��|�,	  (2) 
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если 0 < �� ≤ �� < 1 3⁄ . Определим индекс конденсации ([1]): 

�� = lim
�→�

lim
�→�

ln����(��,�)�
|��| . 

Определение корректно, т.к. в силу (2) предел по � существует. Отметим, что �� ≤ 0. 

Это следует из неположительности величины ln����(��,�)� при � ∈ (0, 1 3)⁄ . Индекс �� 

играет важную роль при исследовании задач интерполяции и фундаментального 

принципа ([1]), а также при решении задачи о распределении особых точек суммы ря-

да экспоненциальных мономов, расположенных на границе его области сходимости 

([2]). Различные свойства последовательности Λ, связанные с индексом ��, и примеры 

вычисления �� имеются в работах [2] и [3]. Приведем еще некоторые результаты, ка-

сающиеся этого индекса. 

Теорема 1. Пусть Λ = ���,	�
, �� = 0, и � − открытое множество, которое содержит 

все точки ��. Следующие утверждения эквивалентны: 

для каждого � > 0 существуют числа  > 0 и � ∈ (0, 1 3⁄ ) такие, что 

ln|����,�, ��| ≥ −�|�|, � ∈ ℂ\�, |�| ≥ ;	 
для каждого � > 0 существуют числа  > 0 и � ∈ �0, 1 3⁄ �такие, что 

ln|����,�, ��| ≥ −�|�|, � ∈ ���, �|�|� ∩ ��, |�| ≥ ;	 
для каждого � > 0 существуют номер �� и число � ∈ �0, 1 3⁄ � такие, что для любого � ≥ �� 

верно неравенство 

ln �� − ��
3�|��|�

��

≥ −�|��|, � ∈ ���� ,�|��|� ∩ ��;	 
для каждого � > 0 существуют номер �� и число � ∈ (0, 1 3⁄ ) такие, что для любого � ≥ �� 

верно неравенство 

ln �� − ��
3�|��|�

��

≥ −�|�|, � ∈ ℂ\�.	 

Теорема 2. Пусть Λ = ���,	�
. Предположим, что последовательность положительных 

чисел Γ = ���
�	��  удовлетворяет условиям:  

 
��

|��|
ln

��

|��|
→ 0,� → ∞.	  (3) 

Тогда выполнено утверждение 3 из теоремы 1, где полагаем � = ��Λ, Γ� = ⋃ ����, ����
�	� . 

Замечания. 1. Предположим, что последовательность положительных чисел ���
 удо-

влетворяет (3). Кроме того, для �� ∈ �0,1�,� ≥ 1, выполнено соотношение 

 
��

|��|
ln�� → 0,� → ∞.	 (4) 

Тогда, как нетрудно заметить последовательность �����
 также удовлетворяет (3).  

В частности, если ��Λ� = 0, то для любых �� ∈ ���, 1�,� ≥ 1, �� > 0, выполнено (4).  

2. Пусть ��Λ� = 0 и �� = 	�,� ≥ 1. Тогда Γ = ���
�	��  удовлетворяет (3). Имеем: 
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	�

|��| ln
��
|��| =

	�

|��| ln
	�

|��| → 0,� → ∞. 

Покажем, что в условиях теоремы 1 множество � можно выбрать в виде объединения 

попарно не пересекающихся кругов ���� ,���,� ≥ 1. При этом ее утверждения будут 

выполнены.  

Пусть Γ = ���
�	�� , Λ = ���,	�
. Для каждого � ≥ 1 символом �� обозначим минимальное 

расстояние от точки �� до точек �, � ≠ �. Положим 

 Γ���� = ���������	�
�

,������ = �min���,��
, � ∈ �0,2���,� ≥ 1, (5) 

� Λ, Γ����! = " �#��,������$
�

�	�
.	 

В силу (5) и определения чисел �� круги � #�� ,������$ попарно не пересекаются.  

Теорема 3. Пусть Λ = ���,	�
,��Λ� = 0, � ∈ �0,2���, и �� = 0. Предположим, что Γ = ���
 
удовлетворяет (3), и � = � Λ, Γ����!. Тогда верно утверждение 3 из теоремы 1. 
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In the paper multiple sequences of different complex numbers and some of their char-

acteristics are studied. In particular, the condensation index of such sequences are 

considered. This index plays an important role in the study of interpolation problems 

and the fundamental principle, as well as in solving the problem of distribution of sin-

gular points of the sum of a series of exponential monomials located at the boundary 

of its convergence domain. Estimates for special polynomials are obtained. 
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