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В статье изучаются условия, при которых спектр оператора Штурма–

Лиувилля на некоторой гладкой кривой локализуется около счетного числа 

лучей. В случае, когда потенциал кусочно-аналитичен, найдена асимптотика 

собственных чисел каждой серии, локализующейся около соответствующего 

луча. Полученный результат позволяет обобщить известную формулу об 

асимптотике функции распределения спектра, которая была установлена  

Б. Дэвисом в случае конечного числа лучей локализации. 

Ключевые слова: дифференциальные операторы, оператор Штурма-Лиу-

вилля на кривой, кусочно-гладкие функции, локализация спектра. 

 

Пусть � – кривая с параметризацией ���� � � � �	���, � ∈ �0,1�,где функция 	 непрерыв-

но дифференцируема, 	′ не убывает и 	�0� � 	�1� � 0, 	��0� � 0 � 	��1� (см. рисунок 1). 

Обозначим �� � arctg	s��0�, �� � arctg	s��1�. Тогда 

 �π
2� � α� � 0 � α� � π

2� 	 (1) 

 

 

Рис. 1. Кривая �. 

 

Пусть функция y абсолютно непрерывна на кривой γ (относительно меры |dz|). Функцию 

$�
� ≔ lim

�∋�→�

	
���	
��

���
, 



Доклады Башкирского университета. 2017. Том 2. №3 

 

372 

определенную почти всюду на �  будем называть производной вдоль �. Аналогично 

определяем ����(�) и т.д. (в предположении что эти объекты существуют). Всюду далее, 

если не возникает путаницы, значок � в ��(�) будем опускать. 

Пусть � ∈ �����. Оператором Штурма-Лиувилля на кривой �	будем называть оператор 

��, действующий в пространстве ��(�) по правилу ��� = −��� + �� на своей области 

определения 	
��� = �� ∈ �����:�� ∈ ����, −��� + �� ∈ �����,��0� = ��1� = 0�. 

Точно так же, как в случае � = [0,1], доказывается, что оператор �� плотно определен. 

Отсюда, поскольку спектр �� дискретен [2, Лемма 2], то оператор �� замкнут. 

Определение 1. Будем говорить, что спектр �� локализован около луча arg � = �� 

тогда и только тогда, когда ∀	� > 0 

 ����, ��~����,�� − �,�� + �, ��, � → +∞, (2) 

где ���, �, �, �� и ���, �� – число собственных значений оператора � соответственно в 

секторе 	{� < arg � < �, |�| < �} и круге 	{|�| < �}. 

Используя условие (1), легко показать, что за исключением конечного числа все соб-

ственные значения оператора �� лежат в угле −2�� < arg λ < −2��. В работах [3, 4] по-

казано, что спектр оператора �� локализуется (в смысле определения 1) около луча 

arg λ = 0	тогда и только тогда, когда функция � допускает мероморфное продолжение 

в область Ω, ограниченную кривой γ и отрезком [0,1], с полюсами {��}, которые могут 

скапливаться только к отрезку [0,1], и в окрестности каждого полюса �� справедливо 

разложение  

���� =
��(��	�)

(
	
�)
�

+ ∑ ���(� − ��)�� + �� − ������	��(�)
��	�
��� , 

где �� ∈ ℕ, ��� – некоторые числа, функция �(�) голоморфна в некоторой окрестности 

точки ��. 

Обозначим через �� оператор �� с потенциалом �, удовлетворяющим этому критерию. 

Тогда  

����, ��~√�� , � → +∞; 

Теорема 1. Справедливы утверждения: 

если −2�� ≤ � ≤ 2� − 2��, то 

�(�� − ��)	�� =  ��	��, � → +∞, 

равномерно по � ∈ !−2��, 2� − 2��"; 

2) функция распределения спектра оператора |��| имеет асимптотику 

��|��|, ��~√�� , � → +∞; 
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Пусть {��}�
�- последовательность точек на кривой �, таких, что последовательность 

{Re	��} убывая стремится к 0 при # → ∞. Положим 

$��� = %� , � ∈ ��, 

где �� – дуга кривой �, соединяющая точки &� и &�	� (&� = 1), {%�}�
� – ограниченная 

последовательность, такая, что %��� ≠ 	 %� (# = 1,2, …). 

Введем оператор � = �� + $, где $- оператор умножения на функцию $(⋅). 

Теорема 2. Пусть функция � в области '�, ограниченной дугой �� и отрезком [1,&�] мо-

жет иметь только конечное число полюсов. Тогда  

при любом � > 0 спектр оператора � вне угла −� − 2&�(�1 − &�� < &�( � < −2�� конечен; 

спектр оператора � допускает представление 

 )��� = ⋃ ⋃ ������
��� ,�

���  (3) 

 ��(�)~ +
��

��	����
,
�

+ ���,	 (4) 

где 

sup
�,�

|��� | < ∞ 

Следствие. В условиях теоремы 2 имеет место формула 

���, ��~ |-|√�
2� , � → +∞, 

где |-| длина ломаной - с вершинами в точках {��}�
�. 

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований, грант 
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In this paper, we study conditions for the localization of the spectrum of a non-

selfadjoint Sturm–Liouville operator on a smooth curve. The conditions under 

which the spectrum is localized about a countable number of rays is obtained.  

In the case where the potential is piecewise analytic, we have obtained the asymp-

totic of eigenvalues of each series. The obtained result allows us to generalize the 

well known formula for asymptotics of spectral distribution function, which was 

established by B. Davies in the case of finite number of localization rays. 
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