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Для уравнения Штурма–Лиувилля на полуоси с комплексным гладким по-

тенциалом, имеющим степенной рост � на бесконечности, построено реше-

ние �(�, �), которое а) при каждом � ∈ ℂ принадлежит ���0,+∞�, б) при каж-

дом � ≥ 0 является целой функцией � порядка не выше 1/2 + 1/�. 
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Введение. При исследовании различных спектральных свойств дифференциальных 

операторов, порожденных в ����,��	(−∞ ≤ � < � ≤ ∞) дифференциальным выражени-

ем � = ∑ 	�(
)(�/�
)����
���  часто приходится пользоваться специальными решениями 

уравнения �� = �, обладающими теми или иными свойствами (см., например, [1]). 

Для оператора Штурма–Лиувилля �� = −��� + 	�	наиболее наиболее употребительным 

в этом отношении служит решение Вейля �(
, ) [2, 3], которое при каждом  ∈ ℂ при-

надлежит ����,�� и при каждом 
 ∈ (�,�) является мероморфной функцией . Это ре-

шение существует при достаточно широких условиях на потенциал [1]. Если функция 	 

удовлетворяет дополнительным условиям типа гладкости и регулярности поведения 

на концах интервала (�,�), можно получить ВКБ-асимптотики [4] для �(
, ) и ��(
, ) 
при фиксированных  и стремлении 
 к � или �. Однако часто (см., например, [5]) воз-

никает необходимость в решениях, которые являются целыми функциями 	(при фик-

сированных 
) и допускают асимптотическую оценку по 
 вблизи концов интервала 

(�,�) равномерно по  из любого компакта или даже какого-либо сектора комплекс-

ной плоскости. Настоящая статья посвящена построению такого решения для уравне-

ния 

 −��� + 	� = �, 
 > 0, (1) 

где достаточно гладкий комплекснозначный потенциал 	 имеет степенной рост на 

бесконечности. 

Основной результат. На функцию 	 наложим следующие ограничения:  

1) Существует � > 0, что 	 ∈ ���0,��	и		� ∈ ����,��	∀� > �; 

2) На ��, +∞� функции |q| не убывает и при всех x ≥ a 
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 |��� 	�
�| ≤ � − �,  (2) 

 |	�
�| ≥ ��
	,� > 2,  (3) 

где �, �,�� − положительные постоянные; 

3) Функция (	��/
)′′	��/
	суммируема на (�, +∞). 

Введем обозначения: √�	�
−	ветвь корня, которая положительна при положительных �, 

� = [(2	+ 	�)/	2�], �
�−	целая часть числа	
, 

���
, � = 1

�	(
)�
�
� �− �	�!��!�

�

". 
Теорема 1. Уравнение (1) имеет решение � = �(
, ), обладающее следующими свой-

ствами: 

(i) при каждом  ∈ ℂ функция � принадлежит ��[0,+∞) и 

 ��
, � ∽ ���
, � #1 + $%
�	/��&' , 
 → +∞, (4) 

где оценка остаточного члена равномерна по  из любого компакта ( ⊂ ℂ; 

(ii) при каждом 
 ≥ 0	��
, �−	целая функция  порядка, не выше (2 + �)/2�	. 
Следствие. Пусть L – оператор, порожденный в ��(0,+∞) дифференциальным выра-

жением −��� + 	�, где q удовлетворяет условиям 1) – 3), и краевым условием y(0)=0. То-

гда резольвента оператора L принадлежит классу Неймана-Шаттена )�,	где � >
�	

�	
, так 

что оператор L имеет дискретный спектр. 

Замечание. Условиям 1) – 3) удовлетворяет, например, функция 	 = ����,	где �,� – 

вещественнозначные дважды непрерывно дифференцируемые на �0,+∞�	функции, 

такие, что  

а) при всех 
 ≥ 0	|��
�| ≤ � − �, � > 0, �(
) ≥ ��
	,� > 2,  

б) %���/
&�����/
, %��� + |���|&���/� ∈ ��(0,+∞). 

Следствие обобщает известное [6] условие дискретности спектра оператора L, полу-

ченное В. Б. Лидским еще в 1960 году, которое «работает» только для операторов с по-

тенциалами, вещественная часть которых ограничена снизу, а мнимая – полуограни-

чена, в то время как из условий а) и б) не следует ни ограниченность *�			снизу, ни по-

луограниченность +�		.  

Доказательство. В силу условия 3) уравнение (1) при  = 0 имеет решения ,±, для ко-

торых справедливы ВКБ-оценки [4] 

 ,±~	��/
 �
�%±- �	�!�

�
& , 
 → +∞.  (5) 

Рассмотрим интегральное уравнение 
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 ��
, � = ,� +
�

�
- %,�
�,��!�− ,��
�,�!�&��!, ��!, 
 ≥ �.�

�
  (6) 

Легко проверить, что если уравнение (6) имеет решение, то оно является также реше-

нием уравнения (1). Полагая 

�. = �	�/
 �
� � �	�!�

�

" ,,.± = ,±	�/
 �
� �∓ �	�!�

�

", 
для �.  получим уравнение  

 �.�
, � = ,.�(
) + �

�
- /�
� #−- �	�!�

�
' ,.�
�,.��!�− ,.��
�,.�!�0 	��/�(!)�.�!, ��!.�

�
  (7) 

Согласно условию (2) *��	�
� > 0 при 
 ≥ � и в силу (5) функции ,.± ограничены 

на [�, ∞), поэтому интегральный оператор � в правой части (7) ограничен в простран-

стве ���, ∞�,� ≥ �. Обозначим через ‖�‖� норму оператора � в пространстве �[�, ∞). 

Тогда 

‖�‖� = �|| 2 	��/��

�

�!2. 
Здесь и далее в доказательстве теоремы через � будем обозначать абсолютные (то есть 

не зависящие от каких-либо параметров) положительные постоянные, точное значе-

ние которых нас не интересует. Из условия (3) и последней оценки видно, что для лю-

бого 0 < 3 < 1 найдется постоянная 4� > 0, такая, что 

 ‖�‖� < 3  (8) 

при 

 � = �� ≔ 4�||�/	.  (9) 

Cледовательно, 

 5,� |�	 ̃(
, )|���_�,�∈� ≤
��

����
	, (10) 

где 6� = 5,����|,��
�|. 
C другой стороны, индукцией по 7 легко убедиться, что для любого 8 ∈ �[�, +∞) 

 |���8��
, �| = ��|�|��

�!
%- |	|��/��!�

�
&�5,����|8�
�|, 
 ≥ �.  (11) 

Отсюда следует, что ряд 

9��(,.�)(
, )
�

���

 

сходится равномерно по 
 ≥ � и  из любого компакта ( ⊂ ℂ, его сумма �.  удовлетво-

ряет уравнению (7), при каждом  ограничена на [�, +∞) и при каждом 
 ≥ � является 

целой функцией . Продолжим функцию 

 � = �.	��/
 �
�%−- �	�!�

�
&  (12) 
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на отрезок [0,�] как решение задачи Коши для уравнения (1) с начальными условиями 

�(�)��, � = ��
�
� :�.�
, �	��/
�
� �
� �− �	�!�

�

";2
���

,< = 0.1. 

В силу перечисленных выше свойств �.  и соотношения (12) функция � удовлетворяет 

оценке (4) при � = 0 и является целой по  при каждом 
 ≥ 0. 

Докажем утверждение о порядке. Из соотношений (12) и (10) следует, что 

5,�����,�∈ℂ|�(
, )| ≤ �/(1 − 3), 
поэтому задача сводится к получению оценки величины 5,�����,�∈ℂ|�(
, )|. 
Для этого введем в рассмотрение решения 5(
, ) и 6(
, ) уравнения (1), удовлетворя-

ющие начальным условиям 

5�0, � = 6��0,� = 0, 6�0, � = 5��0,� = 1. 

Легко проверить, что функция 5 является решением следующего уравнения 

 5�
, � = 5��
, �− �

�
- %,�
�,��!�− ,��
�,�!�&5�!, ��!,�

�
  (13) 

 5��
, � = %,�
�,��0�− ,��
�,�0�&/2.  (14) 

Введем функцию 5̃ = 5	�/
 �
�%−- �	�!�

�
&,	и рассуждая так же, как при выводе оценки 

(11), получим  

 |5�
, �| ≤ � exp #- #�|||	|��

� + |	|��'�!�

�
' ,  ∈ ℂ,  (15) 

равномерно по 
 ∈ [0,��], где �� определяется соотношениями (9) и (8). Дифференци-

руя обе части (13) по 
 и используя оценку (15), убеждаемся, что 5′(
, ) удовлетворяет 

оценке вида (15). Аналогично доказывается, что 6(
, ) и 6′(
, ) также удовлетворяют 

оценке вида (15). Учитывая условие (3), легко показать, что 

 %�|||	|��/� + |	|�/�&�!�

�

≤ �||(�	)/�	,
 ∈ [0,��], 
следовательно, 

>5����
, �> ≤ exp%�||(�	)/�	&, 
 >6����
, �> ≤ exp%�||(�	)/�	& , 
 ∈ [0,��], ∈ ℂ.  (16) 

Теперь утверждение о порядке функции ��
,∙� следует из оценок (16) и представления 

��
, � = 6�5�
, �+ 6�6�
, �,
 ∈ �0,���, 
где с��� = �с�� − 6������, �, 6��� = ��5� − 5������,�. Теорема доказана. 

Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант №15–01–01095. 
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For a singular Sturm–Liouville equation with a complex smooth increasing poten-

tial we construct a special solution �(�, �) with following properties: a) for each 

� ∈ ℂ	�(∙, �) ∈ 	 ��(0, +∞), b) for each � ≥ 0	���,∙� − an entire function of order 

1/2 + 1/�. 
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