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Пусть (�; �) – конечный или бесконечный интервал вещественной прямой, �(�; �) – 

совокупность всех целых функций экспоненциального типа, индикаторные диаграм-

мы которых – отрезки мнимой оси �[�; �],� < � ≤ � < �, и растущих на вещественной 

оси не быстрее многочлена. Снабженное топологией индуктивного предела последо-

вательности банаховых пространств �� (определение см., например, в [1]), �(�; �) есть 

локально-выпуклое пространство типа (��∗), в котором операция умножения на сво-

бодную переменную z непрерывна (последнее означает, что �(�;�) – топологический 

модуль над кольцом многочленов 	[
]). 

В данной работе мы будем пользоваться терминологией и обозначениями из работ [1–

3]. Используя принцип двойственности [2], предложение 2 [1] и предложение 3.1 [4], 

пример 2 из [4], нетрудно вывести, что для любых двух точек � и �, принадлежащих 

интервалу (�;�), � ≤ �, подмодуль ��,�  , порожденный функциями ����� и �����, то есть 

равный замыканию в �(�; �)	множества {������ 	+ ������}, где �,� – многочлены, не бу-

дет устойчивым. Нулевое множество этого подмодуля пусто, иначе говоря, соответ-

ствующее �-инвариантное подпространство пространства Шварца 	�(�;	), описанное в 

примере 2 работы [4], не содержит экспонент. 

Используя результаты работ [1–2, 4] можно указать 2-порожденные неустойчивые 

подмодули с непустым нулевым множеством.  

Теорема. Пусть � < �
 < 	 �
 < 	 �� < 	 �� < �,�� , � = 1.2, – функции из модуля �(�; �) с ин-

дикаторными диаграммами �[��; 	��] и нулевыми множествами �� такими, что множе-

ство � = 	 �
 ∩ 	��		не пусто и конечно. Тогда подмодуль �, порожденный функциями �
 и �� 

не является устойчивым. 

Доказательство.  

Предположим противное, а именно, что � – устойчивый подмодуль. Согласно предло-

жению 2 [1] спектр двойственного ему �-инвариантного подпространства � дискре-
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тен (равен	(– ��)). Резидуальный промежуток этого подпространства есть [�
; 	��], и по 

предложению 6.1 из [4] подпространство � представляет собой прямую сумму конеч-

номерного подпространства, порожденного множеством ���, и резидуального под-

пространства �[��;	��]
.  

К противоречию со сделанным предположением приходим, рассматривая, например, 

функцию �(�)∈		�(�; �), равную �����, μ∉	�, на отрезке ���;���	(�
 < �′ < �′ < ��), и рав-

ную нулю всюду вне отрезка [�′′; �′′]	(�
 < �′′ < �′ < �′ < �′′ < ��). С одной стороны, 

функция � не может принадлежать �, так как она не является элементом линейной 

оболочки множества ��� на отрезке ��
;���. С другой стороны, из определения подмо-

дуля �, взаимного расположения точек �� ,��	,�′′,�′′, и принципа двойственности 

(см. [2]) следует, что �∈�. Полученное противоречие доказывает теорему. 

Соответствующее подмодулю � по двойственности �-инвариантное подпространство 

� содержит экспоненциальные одночлены, но не допускает слабый спектральный 

синтез, и, в силу доказанной теоремы и предложения 2 из [1], спектр � совпадает со 

всей комплексной плоскостью. 
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